1.5. J_:,J,r::a:.i.l-:a soustavy hmotnych bodl

rvn{ vita impulsové:

- —
5 : s Ya —
A ml I Fy

1=l

-

kce =, ?i jeou hmotnost a vektor rychlosti i-tého bodu soustavy n hmotnych bodi.
J n

Tedy: Cesové zm3na celkové hybnosti P = X my ‘_”i soustavy hmotnych bodd je rovna
iy n _, i=]1
vislednici vnEjdich eil F = 22 F, na soustavu plsobicich (fi Jje vnéjsi sila,kte-
i=1

o£ pisobi na i-ty bod).

Pro izolovanou soustavu, kdy F=0 , pak platf

-31;— = 0 = E‘—*konst

tedy celkové hybnost izolované soustavy je konstantni - zékon zachovéni hybnosti

m

izolované soustavy.

Ztfed hmotnosti soustavy je definovén polohovym vektorem

n
7 = 4 e
Py = B my Ty
i=1
—— = . - n
£de @y, rj Jsou hmotnost a polohovy vektor i-tého bodu soustavy, m = >, m; Jje
1=1

celkové hmotnost soustavy.
Derivovénim tohoto vztahu podle &asu dostévéme:

- _ —
p = nv_,

kde -;s: Je vektor rychlosti stfedu hmotnosti; tedy celkové hybnost soustavy hmot-
h bodd je teké rovna soufinu celkové hmotnosti soustavy a rychlosti pohybu stie-
o

Dalsim derivovénim dostaneme pohybovou rovnici stfedu hmotnosti:

o .
m— = F;

at

stfed hmotnosti soustavy se tedy pohybuje tak, jeko by v ném byla soustted&na cels
fzotnost soustavy a plsobila na n&j vyslednice vn&jsich sil,

doment sily charskterizuje otéZivy UZinek sfly F vzhledem k tzv. momentovému
bodu O .
Vektor momentu sf{ly je definovén

- = ir : 2 =
K = r xF , \I] = N.m = kg.m".s s

4

- kde T Jje polohovy vektor pisobi3td sfly vzhledem
-~ k momentovému bodu. Jeho velikost je

3} ¥ = Frsine = Fy,

kde q Jje remeno sily, tj. vzdélenost vektorové piim-
e / ky sily od momentového bocdu O .

Jloment hybnosti vzhledem k vzta?nému (momentovému) bo-

du 0 Jje definovén:
i

b=Txp=Txm¥V, [b]= kg.mz.s—l.
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Druhé v&ta impulsové:

a <& o - no.
E;{:‘l(ri"mivi) = Z(rixF.)’
kde m;, ?&, F; jsou hmotnost, vektor rychlosti a polohovy vektor i-tého bodu sou-
stavy n hmotnych bodd, F& je efla plsobici na i-ty bod soustavy.

-

— n Y
Tedy: fasové zm&na celkového momentu hybnosti b = ?Zi(ri x my vi) soustavy se rov-
i=

— n i -
né vyslednému momentu M = EZi(ri x F;) vn&jdfch sil.
i=

Pro izolovanou soustavu je ¥ = 0 ; pak plat{f

-+

db_ - o => b = konst.
dt

a tedy celkovy moment hybnosti izolované soustavy je konstantni - zékon zachovéni
momentu hybnosti izolované soustavy.

Gloha 8l: VySetPete relativni rychlost, kterou maji po dokonale pruZném rézu
dvé Zéstice o hmotnostech m,, m,, pohybujici se podél osy x pPed rézem rychlost-
mi vy, Vs
Déle urdete jejich rychlosti vi, vé po rézu pro nésledujici podminky:

a) my =m, ; Db) m Amy, V= 0; e) my=m; ; vV, =0
d) my>>m,, V, =0 e) my<< my , Vy = 0.

Hedent:

pred rdzem:

(V1 > VZ]

my v m5 vy
po rdzu:
(v.}"ivél x

Rychlost kterékoli Z£stice povaZujeme za kladnou, jestliZe se pohybuje kladnym
em&rem osy x & povaZujeme za zépornou, kdyZ se pohybuje v zédporném sméru osy X .

Zékon zachovéni hybnosti soustavy dévé
mvy, + mpVy = mvy + mpV5 (a)
Pro dokonale pruZny réz miZeme také napsat zékon zachovéni energie

%’mﬁ + %mz"g ™ %ml"ia * %’mz"éa . (b)

Tim méme dv& rovnice pro dvé neznémé rychlosti vi, vé ¥4stic po rézu. HeZent
vede k nédsledujicimu zévéru:

vy = Vp = vé - vy, (c)

tj. relativnf rychlost po rézu se rovné relativnf rychlosti pfed rézem.
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a) Pro my = m, 2zékon zachovéni hybnosti mé podobu

-

V]tV =V RV, (a)

Sedteme-1i a odefteme-li rovnice (c¢), (&), dostévéme vyslecek:

Vi T Vo,

vy, = V1,

tj. Céstice si vzéjenné vyménily rychlosti.
JectliZe Céctice my =@, Jje v klidu pred rézem, tj. v. =0, pak

‘ Vi =i, & iy

V2 = Vl -

b) Pro m) # m,, vV, = O zékon zachovén{ hybnosti mé podobu

m vy = vy) = myv, ,
a rovnice (¢) mé podobu
Wy g MY
Refeni téchto rovnic je
2m
. 1.
v, = vy §
B v Rg
m, - m
PO 1 2
Vl = Vl—“-—-.
By Hllg

¢) Bude-1i nyni m) = m,, v, = 0, pek

d) Pro my>> my, v, = 0, pak
Vo 2V
vy V] .
Aychloet &éstice m; se prakticky nezménila, rychlost Zéstice m,, které byla
v klicdu, je po rézu rovna dvojnésobku rychlosti &éstice m, .
e) Pro my<<m,, v, = 0, pak

v

1

o,

[ T 1 Y

v

-

vy .
Céstice my i po rdzu zistsvé prakticky v klidu, &fstice m, se pohybuje po
rézu stejnou rychloeti v opainém sméru (odrazi se).

Uloha 82 : Vagon hmotnosti my, Jedouei rychlosti v., nerazi na jiny vagon o
hmotnosti my, jedouci stejnym smérem rychlosti v, <:vlf Nérazem se oba spojily.
Urdete: 2) spolednou rychlost v jejich pohybu po nérazu;

b) pom&r hmotnosti Ei » aby pro jejich spolefnou rychlost platil vztsah

v = % vy +v,), kde k je dané &islo.
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ReXeni: a) Zskon zachovéni hybnosti: m,vy + m,v, = (m, + ma)v ; odtud

e A S M
By "%
1 mvy *mpVo
b) Z podminky § (vy + vy) = a3, ¥ o, dostévéme pro pom#r hmotnosti
podminku
my _ v2(k L) =y
m, Vi = (k - l)vl

Ylohe 83 : Uvabujme soustavu dvou hmotnych bodd 4, B o hmotnostech my, @,
které se vzéjemn® piitahujf. Na podétku mé bod B rychlost Gé ve sm&ru spojnice
obou bodd a bod A mé rychlost ?i kolmou na tuto spojnici. Urete rychlost stre-

du hmotnosti soustavy.

fedeni: Pro izolovanou soustavu se hybnost soustavy zachovéva:

my ?i + Iy ?é = konst.

V5 Celkové hybnost eoustavy je také rovna hybnosti stfedu hmot-
nosti soustavy; oznafime-1i ¥ jeho rychlost, potom miZeme
psat: & - o
. (m) + m2) vV = my Vp tDm, Yy
! = a tedy - -
A 1 o TME M S
m, +my ’

Graficky miZeme tento vysledek vyjédrit:
Pak ovZem plati:

my Ve 2.2
11 hnl - m2) v

"
B
H N
<
=N
“+
=]
NN
<
R

nebo

mzvz (mq+mp)V

$1l1oha 84: Z vychylky balistického kyvadla ur¥ete rychlost stlely (m - hmot-
nost st¥ely, I - hmotnost balistického kyvadla, £ - délka zdvdsu).

BeSenf: Ozneime Yy neznémou rychlost stie-
ly, V rychlost se kterou se zaZnou obé
o t&lesa (kyvadlo + stfela) pohybovat spoleZ-
n& po vniknuti stiely do kyvadla,

Pro tyto dvé neznémé miZeme ze zékona
! zachovéni hybnosti & zékone zachovéni ener-
gie napsat dv& rovnice:

,/"| h mv = (m+ XV,
o i 1 2
] T Wy =0 = @+ MVS = m+Megh.
v = X P 2 gh
m 7 obrézku plyne, e h = £(1 - cos «) =
M =2 4 sin? —%— . Ze soustavy rovnic dosta-

= b =



neme pro neznémou rychlost stiely vyraz
_om o+ M oS : o
v = Tc\]e‘%l sin —=— .

Poznémka: JelikoZ se jednd o cokonale nepruiny réz, nelze zfkon zachovéni ener-
gle psét ve tvaru

%-mv2 = (m+ &) gh,

nebof 34st energie st¥ely se spotfebovala na ceformaci.

¥ o o

Iitkdy se také mé?f misto Uhlu o« vzddlenost x . Potom je

BOE s R Lg®
pro x<&K.t Je

a tedy
v w Bera SR St
m =i

Uloha 85 : DvE koule o hmotnostech m, Ly, pFifem? m, = Zm,, jsou zav&¥eny
ve stejné vyice a vzdjemné se dotykaji. Kouli s vy33i hmotnosti vychylime do vy3-

ky h & pustime.
VyZetiete, jaké vydky doséhnou ob& koule po rézu, ktery pova?ujeme za dokonale

pruiny.

Refeni: Oznalme: v - rychlost koule my pPed rézem,
% - rychlost koule m, po rézu,
vy - rychlost koule m, Ppo rézu.
L
P, Potom:
rd a) Zékon zachovéni hybnosti soustavy mé tvar
4
/ my = mVy 0V,
4 m
’ B e W0
f MY £ M T 2
__L?J a tedy v
h Tag OO 2 -2
______ S v o= vyt - (a)
m1 m2
b) Zékon zachovéni energie soustavy mé tvar
1 2 . i 2 1 2
Fagy = RV ohag, Mate
a tedy Vg
2 2 2
v = Vl + ——‘-2 .
Rychlost v urdime ze zékona zachovéni mechanické energie pro kouli m, :
mgh = % mv2 = v2 = 2gh .
Dostévéme tak dvé rovnice pro neznémé vy, V,i
e
2
(vi+ %) = 2en ot 5 ol ,
5 it | ® o S, -
5 Vg _(vl+2)-vl+2 ->vl— i
Vl + -2— = Zgh

Z rovnice (a) Jje pek v = % vy =DV, = % v a v = % v .
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Pro vyky obou koulf po rézu musi platit:

meh = 3 mvi ; mgh, = 3 mY3
g = 3§V i g, = 3 BV°
gh, = iz2eh gh, = 18 2eh
ny = gh i h, = ¥

G1loha 86: Urfete polohu st¥edu hmotnosti soustavy &tyf hmotnjch bodd o hmot-
nostech my = 1g, m, = 2 g, my = 3 g, m, = 4 g pro pripad, kdy hmotné body lezi:
a) v jedné primce,

b) ve vrcholech &tverce,
¢) ve ¥tyrech sousednich vrcholech krychle.
Ve vech pripadech jsou vzdélenosti mezi sousednimi kulidkami 4 = 10 cm.

ReZeni:
a) -
> *im3
my m? m3 my, _ i=1 _ %
ey .Ir ' p— X, = m = 24 = 20 ¢m
: | ! 1 2 M
L o4 . 8 . 4 o =
re —_ el 1
xluo,xz-d,xB-Zd,x4—3d y°=0,z0=0.
b) 4
y Einmi Xoly + X4 24 +3@ @
f GOl S Bl =7 = S
my é m 10
m9 m2 i=1 j=1 1t
y=d ¢—————¢
| 4
[ >, y:m
; y=i=1ll L ML Wil O N W
my 1™y “ i, 2;1: & 10 10
x=d i=1 * i=1 *
—_— X
x1=0,x2=d,x3=d,x4‘-’0 yl'd!yg'ciy3'05y4-o
3
X:m
_i=111_x1m1_i_
c) . = = = 1lecm,
y ¢ 4 10 10
1 Z o
i=1l
4
yod § iz pINILY
i=1 ¥y 2d
yo = = 2m2 = — = 2 Cll,
s 10 10
my m1 &L *
x=d
X z:m
z=d,m, i =i=111 =z3m3=£:3cm
o] 1 -
o ﬁ n 0 10

N
-
1l

[

i A8 -



xl:d'xzzo,x3=0,x4zo, ylzc-,yzzd,y3=0,y4=0,

2y =0, 2,=0, 2y,=¢, 2z = 0.

Uloha 87 : TFi hmotné body my, my my stejné hmotnosti M jsou umistény

v rozich pravouhlého trojuhelnika, jehoZ odvésny maji délky a, b. Naleznéte stied
hmotnosti této soustavy hmotnych bodi.

Re¥enf: Celkové huotnost soustavy m = 3i.

1 3
Y Img=M g = & E;% gy T
N (xy,=0, y,=b) 1 a
3 3 - - a
T e, = W (myxq * my%; +m3x3) =3\ Ma = 3
5,
- \'\ 3
* S : =
\\\ ¥g = m E oy =
~
Ye +——~—- by . I SR
= == (may-+m +m ) = =¥b ==,
= i ~ el L6 Nl i e 3
™~ m2=M
my = ! " »
{xq=0, yp=0) | (xy=a, yp=0] .
Xsg o Uloha 88 : Je déna soustava tfi hmot-

nych bodd m; = 5,107 kg, m, = 1072 kg,
my 15,1072 kg. V %ase t = O se nachéze-
j1 v polohsch denych polohovymi vektory T = (3; 4; 5), T, = (- 2; 4; - 6),
?3 = (0; C; 0), kde souradnice jsou zadédny v cm. Na soustavu zadnou pﬁsobit v Case
t = 0 vn&j3i sily, JjejichZ vyslednice je F = (Fx, 0, 0J, kde Fx = 5:10 © N;
udinkem t&chto vnéjiich sil se hmotné body daji do pohybu.
Ur&ete polohu stredu hmotnosti soustavy v Zase t =2 s.

"

ReZeni: Pro soufadnice stfedu hmotnosti soustavy v Zase t = O plati:
DXy + BoXpy + DaXy

- % em = -0,17 em
my +my +my

"

xS(O)

M1y, + OaYs + MY
yolo) = 22 3 . 5
m1+m2+m3

m,Z, + @,2, + M2
zg(0) = Az Ee i3 = - 1,17 em
ml + m2 3 m3
Zrychleni pohybu st¥edu hmotnosti soustavy Jje déno podle vé&ty o pohybu stiedu
hmotnosti:

(a) = £ 1,67 m.s 2.

Jeho poloha v %ase t =2 s Jje tecy:

L
xs(2) = x(0) +3 (as)"tz £ 333,8 cm,
yg@) = y ),
zs(z) = zB(O) ¢
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Uloha 8 : Vbodsa= [5;7; 6] pisob{ sfla F=31+73+4FK (soustavac).
Ur&ete moment sfly ke vztaZnému bodu O = |3 ; =5; 2] , jeho velikoet a smér.

ReSenf: Polohovy vektor piisobi¥t¥ sfly vzhledem k vztaZnému bodu 0" je

- - - _ = br 4 —
, BT T 2i1i+12 J+4k s
T Moment sily F vzhledem k bodu O  Jje pak
? T L
A 1 3 k
— — - gl — -—
2 M=rx PF=f 212 41 =201 +4 J-22%
A
/. 3 7 4
-
.
0 Velikost vektoru M Jje
_‘.‘ —_— X e
ro M:lMI:\/400+16+484 = 30 N.m.
zi/ Smér vektoru momentu M je dén j-oho sméro-
0 vymi kosiny. Ty jsou pak dény slofkami jed-
notkového vektoru ve sméru vektoru I :
go. M _207,47.227-27,27-1%,
1% 30 30 30 3 15 15
2 2 11
tedy: os oL ==, = — = -,
yo i @ 7 cos f3 T cos } G

Gloha 90 : NKa jednom konci homogenni desky, které cpo¥ivé na dokonale hladké
horizontélni roving, stoji &lov&k, ktery pfejde desku k jejimu druhému konci s kon-
stantn{ relativnf rychlosti u . Urlete absolutni rychlosti &lovEka v, a desky vy,
jsou-li jejich hmotnosti m & m, .

m.u
b ]
e
m,u
¥y TE MY, = £
m1+m2 |

U1loha 91 : Dvé lodky plujf na klidné (neproudic{) vod& proti sobé rovnob&Znym
emérem. Kdy? se mijejf, vym&ni ei vzéjemn& stejn& t&%ky pytel hmotnosti M = 50 kg.
Nésledkem toho se druhé lodka zastavi a prvni se pohybuje déle v ptvodnim sméru
rychlosti u, = B;5 m.s'l. Stanovte rychlosti v, a v, lodZk pred tim, neZ si
vym&nily pytle. Hmotnosti lodék i s pytlem jsou my = 1000 kg, m, = 500 kg.

Zvolime-1li za kladny smér, kterym se po-
hybuje prvni lodka, dostaneme

m- Mu. -
v2 = - —1"'——]" = - 1 m.s 1
mim, - Mm, + m2)
m u, = m,v
Vl = ._—.-.-———1 1 22 = 9 m.s_l

L 2 i

U1loha 92 : Urfete, jakou rychlosti se zalne pohybovat stfelec, stojfci na vel-
mi hladkém led¥, po vystPelu z pufky. Hmotnost st¥elce s puskou je m = 75 kg,
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hmotnost strely Jje my = 10 g, pofitefni rychlost stfely je v, = 750 m.s

U01oha 93 : Urfete vzdélenoct, o kterou se sFemfst! lodke délky d = 2,5 m &
hmotnosti my = 100 kg stojfc{ na vodd, prejde-li &lovdk hmotnosti m = 70 kg ze
z4di na prid lodi (odpor vody zanedbejte).

x = =—=— ¢ Z 1,03 m
m o+ my

1.6, Lynazika tuhého té&lesa

Predstava tZlesa slo?eného z malych elemen-
td objemu 4V . Hmotnost tohoto elementu je

T dm= g dV = eav,

kde ¢ = ¢(F) Je hustota t&lesa v bod& o polo-
hovém vektoru T , ve kterém jsme zvolili tento
element. [{] = kg o.

~

R

Celkové hmotnost t&lesa je déna soudtem hmotnos-
ti viech elementi

m = J!j@(;) av .

b W)

z

T&leso, jehoi tvar se nem&ni pisobenim vn&jsich
sil (tedy nedochézi k jeho deformaci) se povaZuje za tuhé té&leso.
Translace (posuvny pohyb) tuhého t2lesa: libovolns piimka pevné& spojené s t&€lesem
zachovdvd v pgrostoru stéle svdj amér; v kaZdém okam?iku pohybu majf vSechny body té-
lesa stejnou okemZitou rychlost.

Rotani pohyb tuhého t&lesa:

a) Kolem pevné osy: body t&lesa lefici na ose rotace zdstévaji v klidu.KaZdy Jjiny
bod t&lesa se pohybuje po kruZnici, kteréd leZi
v roviné proloZené uvaZovanym bodem kolmo na osu
T rotace & jeji¥ stfed leZ{i na ose rotace.
Obvodové rychlost bodu t&lesa zévisi na jeho
vzdélerosti od osy rotace. Uhlové rychlost je
pro viecrny body t&lesa stejné a urfuje uhlovou
rychlost té&lesa.
Vektor Uhlové rychloeti le#f v ose rotace. Vek-
tor rychlosti ¥V kteréhokoliv bodu rotujictho
t&lesa pro pripad, Ze osa rotace prochézi poldt-
kem soufadnicového systémuy, je Cén vztahem

— — —
v = Wxr.
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