4 KMITY A VLNY

Kmitavé pohyby (kupi. casové zavislosti polohy ¢&astic, Casove zmeény proudu
v elektrickych obvodech, promény hodnot vektorti v elektromagnetickych polich ap.) a vinivé
déje (v nichz se kmitavé pohyby ve spojitych prostredich $ifi a v riznych mistech spolu
souviseji), které tvori napli této rozsahlé kapitoly, zdanlivé predstavuji jen velmi uzkou a
specialni ¢ast fyzikalnich procesi. Ve skute¢nosti jsou to déje velice rozsifené, s mnoha
technickymi aplikacemi 1 teoretickymi souvislostmi. Vyskytuji se vsude tam, kde je systém
nevelkym vnéjSim vlivem vychylen z pavodné stabilniho rovnovazného stavu a systém pak
za¢ina kolem rovnovahy oscilovat.

4.1 Kmity

4.1.1 Linearni harmonicky oscilator
Sledujme nejprve nékolik konkrétnich prikladi:

Téleso upevnéné na pruziné
Mgjme téleso (hmotny bod) s hmotnosti m
spojené s pruzinou tak, Zze se muze pohybovat
bez tfeni podél vodorovného sméru podle
obr. 4.1.1. Je-li vychyleno ze své rovnovazne
polohy () o posunuti x (pfiCemz x je dostatecné
malé tak, aby platii Hooklv zakon), vznika
v disledku pruzné sily pruziny sila F o velikosti
Obr. 4.1.1 pfimo umeérné velikosti vychylky x. Smér této
sily pisobici na téleso je viak opatny nez smér posunuti x, takze miizeme napsat

[F=—kx|. (4.1.1)

kde £ > 0 je tzv. tuhost pruziny. Po dosazeni do Newtonova druhého zakona F' = ma, v némz
zrychleni a je druhou derivaci vychylky x podle ¢asu, a = ¥, a po vydéleni rovnice hmotnosti
m, dostavame pohybovou diferencialni rovnici

PN SI (4.1.2)
m

V pripadé svislého uspofadani podle obr. 4.1.2 je situace
shodna s predchozim piipadem, jen stim rozdilem, Zze
posunuti x bereme od rovnovazné polohy soustavy, tj. od
klidove polohy télesa, které po zavéSeni na pruzinu svoji
vahou jeji délku o néco prodlouzi (0A/=mg/k). 1 zde
viak voboru platnosti Hookova zakona muzeme psat
F=—kx.

Obr. 4.1.2
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Matematické kyvadlo

Na hmotny bod s hmotnosti m zavéSeny na nehmotném zavésu
délky / pii vychylce ¢ pisobi tihova sila G = mg tak, Ze pro jeji
slozku te¢nou k oblouku kruznice, po niz se bod m mize
pohybovat, plati

F=-mgsng .

Znameénko minus vyjadiuje skute¢nost, ze smér sily F je vzdy
pravé opacny, nez odpovida znaménku vychylky ¢ obr. 4.1.3.
Pro tefné zrychleni bodu m muizeme napsat a=/¢p, takze
z druhého Newtonova zakona:

mlp = -mg sing ,

Obr. 4.1.3.

dostavame okamzité pohybovou diferencialni rovnici pro nalezeni ¢(7),

¢a‘+§sm¢=o | (4.13)

Je-li uhel ¢ dostateCné maly, abychom mohli polozit sin ¢ = ¢, dostdvame rovnici tvaru

¢+é’;—¢>:0 | (4.1.4)

) R - L o 1 . 1 4 S i s ,
(Pozn.: Pro ¢ < 5° v rozvoji smgo:qp—a—'go +§q9 —a(o +... prvni len prevysSuje ostatni

Cleny nejméné tisickrat, takze linearni pfiblizeni je dostatedné piesné.)

LC obvod
V idealnim LC obvodu (obr. 4.1.4) podle druhého Kirchhoffova
—L -~ zakona pro bilanci napéti plati
c L '
T 1L L lge=0. 4.15)
dt Cg
Obr. 4.14.

Po zderivovani podle casu ¢ a po vydéleni induk&nosti L
dostavame pohybovou rovnici pro obvod

.o
I+—I=0. 4.1.6
LC ( )

Netlumeny linearni harmonicky oscilitor

Vsechny uvedené priklady, ackoliv jsou vybrany z riznych oblasti fyziky, maji fadu
spoleénych rysi. Pfedev§im popisuji systémy, u kterych existuje rovnovazny stav. Je-li
systém z tohoto stavu vyveden, vznikd v ném sila, ktera je umérna velikosti vychylky od
rovnovazného stavu a ktera pusobi tak, aby se systém do rovnovazného stavu vratil. Systém
sam 1 vzniklé sily mohou byt velmi rozmanité povahy (elastické sily u pruziny, gravitaéni sila
u kyvadla, indukované elektromotorické napéti v LC obvodu ap.).
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Podstatné je, ze viechny uvedené pfiklady (a cela fada dalsich, kupf. torzni kmity, kmity
molekul, kmity v plazmatu atd.) vedou ke stejnému tvaru pohybové diferencialni rovnice
(4.12), (4.1.4), (4.1.6), ktera z matematického hlediska je linearni diferencialni rovnici
2. tadu s konstantnimi koeficienty s nulovou pravou stranou tvaru

i+oju=0| 4.1.7)

Kladny koeficient @, odpovida v rovnicich (4.1.2), (4.1.4) a (4.1.6) postupné vztahlim

pro ay:
k g f 1
=,]— =./= = |—. 4.1.8
w, = , @, ] a|w, IC ( )

Stejny tvar pohybové rovnice vede oviem ke stejnému tvaru feseni a tedy 1 Casovému
chovani ve viech uvedenych piipadech. To umoZfiuje zavést abstraktni pojem ,linearni
harmonicky oscilator. Jeho chovani je popsano rovnici (4.1.7) nezavisle na fyzikalni povaze
systému. Veligina  pfedstavuje ,,vychylku“ systému od rovnovazného stavu. Viechny dalsi
uvahy budou mit obecnou povahu, ale pro konkrétni pfedstavu mizeme mit zpravidla na
mysli oscilaéni pohyby hmotného bodu a vychylku # miizeme chapat jako posunuti x z prvého
pfikladu.

Reseni pohybové rovnice — harmonické kmity
Z matematiky vime, Ze pfi hledani obecného feSeni rovnice tvaru (4.1.7) napiSeme nejprve
tzv. charakteristickou rovnici

A +o,’ =0 (4.1.9)
s kofeny:
A, =%j@, . (4.1.10)
Obecné komplexni feSeni pak miZe byt zapsano jako linearni superpozice ve tvaru
u=Ce" +C,e”™ . (4.1.11)

Z Eulerovych vztahii '™ = cosw,f + jsinw ! lze ukazat, ze obecné (redln€) feSeni mizeme
napsat i ve tvaru

u = Cysin(@,t +9)|, (4.1.12)

pripadné u = C,cos(w,t + ), coZ je ale jen jina podoba tvaru (4.1. 12).
Jinym vhodnym tvarem je i realna superpozice:

u = Acosw,t + Bsina,t . (4.1.13)

Neur&ené dvé integrani konstanty C; a C; nebo Co a ¢ (pfipadné ) nebo konetné 4 a B
musi byt nalezeny teprve z tzv. polate¢nich podminek kladenych na konkrétni feSeni podle
povahy ulohy.

Vsechny tfi tvary feseni (4.1.11), (4.1.12) a (4.1.13) jsou ekvivalentni a budeme je uZivat
podle vhodnosti v dané formulaci problému. Obr. 4.1.5 vychazi z tvaru (4.1.12) a zobrazuje
prib&h vychylky u(2), rychlosti v=1(t) a zrychleni a=ii(r). Derivovanim (4.1.12) snadno
ziskame

v=C,w, cos(@,t +@) (4.1.14)
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Obr. 4.1.5.

Zde ('y, odpovidajici maximalni vychylce, se nazyva amplituda, argument goniometricke
funkce wyf- ¢ je tzv. faze, konstanta ¢ je tzv. fazova konstanta, @, je uhlovi frekvence,
f =w,/2n je kmitoéet (frekvence)a 7' =1/ f = 2n/w, je perioda kmiti. (Pozn. Nehrozi-li
nebezpe¢i nedorozumeéni, je obvykle, a¢ jisté ne zcela patfi¢né, i o uhlové frekvenci prosté
mluvit jako o frekvenci w.)

Chceme-li specifikovat konkrétni feeni pohybové rovnice, je tieba udat pocateéni
podminky v ¢ase nula, vychylku #(0) = u, a rychlost v(0) = vy. Z rovnic

u,=C,singp a v, =w,, cos (4.1.16)

muzeme pak uréit obé integracni konstanty (', a ¢. Tyto hodnoty mizeme urcit ale i z jinych
dvou nezavislych podminek kladenych na hledané feSeni, kupi. z vychylek ve dvou ¢asovych
okamzicich #; a 7;, nebo ze dvou hodnot rychlosti, pripadné z vychylky v ¢ase f, a rychlosti v
Case £, (pro #; = t, mame piipad pocatecnich podminek). Jde o to, aby podminky vedly na
soustavu dvou rovnic o dvou neznamych,
majici jediné feseni.

- Terminologie uzivana pro  popis
/—\ harmonického pohybu je uzce spjata se
] / skutecnosti, ze harmonicky pohyb mize

byt chapan i jako projekce rovnomérného
kmitavého pohybu podle obr. 4.1.6.

S touto moznosti uzce souvisi 1 vyhodne
pouziti komplexniho zapisu feseni

g

Obr. 4.1.6.

w=Ce" ™ =C, cos(w,f+@)+jC, sin(w,+¢@) . (4.1.17)

Vychylka u pak odpovida ryze imaginarni ¢asti komplexniho feSeni. (Lze oviem stejné
dobfe pouzit i ¢asti realné ) Pouziti komplexnich vyjadieni (komplexnich vektorl) je zvlasté
vhodné a je hojné pouzivano v radé elektrotechnickych aplikaci.

Bilance energie
Stabilni rovnovazna poloha mechanické soustavy je charakterizovana (lokalni) minimalni
hodnotou potencialni energie. K vychyleni soustavy z tohoto stavu je tieba zvnéjsku néjakou
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energii dodat. Ta je pfi navratu soustavy k rovnovainé poloze konvertovana do energie
pohybové a pokud nedochazi k ubytku energie, celkova energie zistiva konstantni.
DoloZme tuto situaci na piipadé télesa spojeného s pruzinou.

Pro kinetickou energii s uvazenim rychlosti podle (4.1.14) okamzité mame

1 1
W, = Emv2 =EmC§w§ cos’(w,l + ) . (4.1.18)

Pii vypoétu potencialni energie vyjdéme nejprve z jeji obecné definice. Je-li nulova
hodnota potencialni energie poloZzena do rovnovazného stavu, je potencialni energie
odpovidajici vychylce # dana praci vykonanou silou F*=-F, ktera ptrekonava vnitini
pruznou silu soustavy F = —ku tak, aby téleso mohlo byt z rovnovazného polohy vyvedeno.
Plati

W, =~Iqu'='fku’du'=%ku2 . (4.1.19)
0 0

Pribéh zavislosti W, na vychylce u je parabolicky s minimem v rovnovazné poloze u = 0.
Po dosazeni za « ze (4.1.12) mame

=%kcg sin” (@, +¢) . (4.1.20)

Soudet Wi+ W,=W. je oviem roven celkové energii a zlstava v ¢ase konstantni. To snadno
ovéfime, dosadime-li ze (4.1.18) a (4.1.20) a uvazime, e sin’a+cos’a=1 a ze podle
(4.1.8) plati mw; = k . Dostaneme:

W, =W, +W, = %mCémg cos’ (@, + @)+ %k(fn2 sin’ (@, + @) =

= lmwgcg = %kcg : (4.1.21)

Celkova energie je tak rovna maximalni hodnoté potencialni energie v okamziku
maximalni vychylky, kdy #=C; a v=0, nebo maximalni mozné hodnoté kinetické energie, kdy
u=0 a rychlost je maximalni, v=ayCo.
w V prubéhu pohybu se tedy celkova
energie  (beze  ztraty) preléva
W, ~sin'(@y+9) z potencidlni do kinetické formy a

W, ~cos'(wyt+¢) Naopak. Situaci ilustruje obr. 4.1.7.
Podobné¢  miZeme  analyzovat
0 1 energetické poméry v (bezztratovém)
obvodu LC. Energie magneticka W, je

We

. 4.1.7.
s dana vztahem (3.4.46) z Fyziky I
W, =%IJ2 =%LI§ sin (@, + ) . (4.1.22)
Pro energii elektrického pole v kondenzatoru plati (3.2.66),
1 10 1 1}
W, =—CU2=——=——cos @t + 4.1.23
. 2 C  2Cw (@t +9) , ( )
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kde
. i ' r ID
0 = [1,sin(@y' + @)dt = eos(@y +9) .
0 0

Uvazime-li, ze podle (4.1.8) @, = I/LC a ze sin’a+cos’ & =1, uvidime, Ze energie

elektricka se preléva do energie magnetické, aviak soucet obou komponent, tedy energie
celkova, se v ¢ase zachovava.

Anharmonické kmity

Dfive neZ ukon¢ime paragraf o netlumeném harmonickém kmitani, alespon kratce se
zminime o obecnéj§im pfipadu kmitavych pohybu, které nejsou harmonické. Potencidlni
energie v okoli svého minima (a tedy v okoli rovnovazné polohy) nemusi mit pribéh tvaru
paraboly (4.1.19) a pro pusobici silu neplati vztah pfimé umérnosti F = —ku. Takovito
zavislost je jen prvnim (linearnim) pfibliZzenim v tésném sousedstvi rovnovahy. Pro kmity
s vétsi amplitudou tedy nestati diferencialni rovnice tvaru (4.1.7). ReSeni pak nemaji
harmonicky (sinovy ¢i kosinovy) prubéh. Pro feSeni nelineami rovnice neplati princip
superpozice (soucet dvou feSeni nemusi byt feSenim) a celd situace je slozit&jsi a obtiznéjsi,
ale 1 bohat$i ve svych podobach. Nelinearni rovnici je kupf. i uplna rovnice pro pohyb
matematického kyvadla s neomezenou amplitudou (4.1.3). Diulezitym piipadem
anharmonickych kmiti je napf. kmitani atomii v krystalové miizi pevného télesa. S touto

skute¢nosti souvisi i jev teplotni roztaznosti pevnych latek. Viz paragraf 6.16 a
rovnici (6.16.1).

4.1.2 Tlumené kmity

Ztraty a tlumeni

V' pfedchazejicim vykladu jsme pii analyze kmitani zanedbavali energetické ztraty.
V redlnych systémech jsou v3ak ztraty nevyhnutelné a v praxi ne tiplné odstranitelné (tfeni,
vliv ohmického odporu, vyzafovani ap.). Makroskopicka energie je disipovana (rozptylovana)
a jako teplo ¢i jinak odvadéna ze systému. Povaha téchto ztrat mizZe byt riizna, kuptikladu
v elektrickych obvodech dochazi ke ztritim ve spojovacich vodigich, v dielektriku
kondenzatoru, popfipadé v jadfe indukéni civky. Jejich
zavislost na prochazejicim proudu muize byt dosti
slozita. To by v obecném pfipadé znaéné komplikovalo
pohybovou rovnici, ¢inilo by ji nelinedrni a znemoznilo
uplatnéni principu superpozice.
— O L V dalsim vykladu budeme proto uvazovat jen takové
sily, které zachovavaji linearitu pohybové rovnice. 1
kdyZz tento pozadavek znamena znaéné omezeni,
ukazuje se, Ze itak jde o dobré pfiblizeni, vhodné
k popisu mnoha realnych systému.
Obr. 4.1.8 V piipadé LC obvodu to odpovida zavedeni rezistoru

R podle obr. 4.1.8. Rovnice (4.1.5) se pak roz8ifi na tvar

L1'+R1+i_|'1d:’:0. (4.1.24)
CO

Misto (4.1.6) poté dostaneme
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-

1=0, (4.1.25)

f+£]'+
i

V piipadé mechanického kmitani zavedeni sily tFeni imérné velikosti rychlosti pohybu
a mifici proti sméru rychlosti F, =-bv vede k pohybove rovnici

m¥+bx + ke =0 (4.1.26)
a misto (4.1.2) pak mame
TR ey (4.1.27)
m m

Tlumeny linedrni harmonicky oscilitor
Zavedeme-li v rovnici (4.1.25) oznaceni

) R .
—I-—w;, a —=20 (4.1.28)
LC ' L
a podobné i v rovnici (4.1.27)
k , b
—=w, a —=20, (4.1.29)
m m
dostavame spole¢né pro tlumeny harmonicky oscilator
i + 251 + @ u = 0| (4.1.30)

Velicinu &nazveme konstantou tlumeni a @, si ponecha puvodni smysl jako uhlova
frekvence, jez by prisluela témuz oscilatoru, kdyby tlumeni bylo mozno zanedbat a oscilator
byl netlumen.

Rovnice (4.1.30) je z matematického hlediska linearni diferencialni rovnici s konstantnimi
koeficienty a s nulovou pravou stranou. Pfi jejim feseni Ize postupovat stejné jako v piipadé
netlumeného kmitani. Charakteristicka rovnice

A +25A+w; =0

nabizi obecné dva kofeny

A, =-0t\6-w;. (4.1.32)

(Nyni je patrné, pro¢ je vhodné volit konstantu u tlumiciho ¢lenu ve tvaru 25.)

Diskuse typu FeSeni
Tvar diskriminantu v rovnici (4.1.31) pfipousti tfi moZzné typy feseni (podle hodnot @ a d):
(a) Pro & > w, jsou kofeny (4.1.31) realné a kladné. Muizeme je psat ve tvaru

A, =-0tA kde N =8 -w;.

(b) Pro & = w, dostavame dvojnasobny kofen 4,, =-5.

(¢) Pro & <w, dostaneme dva komplexné sdruzené kofeny ve tvaru 4, , = -8t jow, kde

= ,/m;; -5 (4.1.32)
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27)

28)
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30)
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1.32)

Proberme nejprve pripad (a). Obecné feSeni rovnice (4.1.30) ma opét tvar
u=CeM +C,e*
a po dosazeni A,,4, dostavame
u=e’"(Ce* +C,e?). (4.1.33)

Reseni Ize s vyuzitim vlastnosti hyperbolickych funkci pfevést na tvar

u=C,e”" sinh(A1 + ) (4.1.34)

nebo na ekvivalentni tvar s hyperbolickym kosinem, ¢&i na linearni kombinaci obou.
Naobr. 4.1.9 je znazornéno feSeni (a) odpovidajici poCate¢ni podmince u(0)=u,>0,
#(0)=v, >0. Pohyb probiha pouze najedné strané¢ od rovnovazné polohy a s #— o
se vychylka # asymptoticky blizi nule. Pfiurcité volbé integracnich konstant C,,C,, kdy
C,/ C, <-1 (t. pfi zvlastni volbé pocatecnich podminek) mize pohyb pfekmitnout do hodnot
opacného znaménka, avsak nejvyse jednou. Pohyb je aperiodicky (pretlumeny).

Pro pFipad (b) mame dvojnasobny kofen charakteristické rovnice. Teorie diferencialnich
rovnic vede pro tuto situaci k obecnému feseni tvaru

u=e’(C,+C,).

Je ihned vidét, Ze i toto feSeni (pokud zac¢ina
z nulové vychylky #, =0) neméni znaménko
apro f— o se rovnéz asymptoticky blizi
k nule. Podstatné je, Zze navrat k rovnovazné
poloze se déje "nejrychlejSim" moznym
zpusobem, aniz by pfitom doslo
k pfekmitnuti. To ma fadu technickych
| vyuziti, napf. pfi volbé tlumeni u systémi
0 elektrickych méficich pfistroji  (hlavné
Obr. 4.1.9 galvanomét:ﬁ) a tlumenych analytickych val_l,
kde vhodna volba tlumeni zna¢né zkracuje
dobu potfebnou pro ureni méfené veli¢iny. Tento pfipad tlumeni se nazyva Kkriticky. Je
znazornén kiivkou (b) v obr. 4.1.9.
Vice pozornosti budeme vénovat pfipadu (c).

Tlumené harmonické kmitani
Je-li tlumeni malé a plati § <@, ma obecné feSeni rovnice (4.1.30) tvar

u=e’'(Ce'" +Ce*").

Stejnym postupem jako u netlumeného oscilatoru lze pfepsat vyraz v zavorce a realné feseni
zapsat ve tvaru

u=Ce’'sin(wt+9)|, (4.1.35)

odkud je patrno, Ze je lze interpretovat jako feSeni netlumeného harmonického oscilatoru,
jehoz amplituda exponencialné klesa s Casem, obr. 4.1.10.

Z matematického hlediska feSeni (4.1.35) neni periodické (nevyhovuje definici
periodické funkce f{r+T)=f(f) ), ma viak nékteré periodické vlastnosti, které nyni probereme.
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1) Priichod rovnovainou polohou nastava pro sin(w/+¢)=0; odtud w/+¢@=kn,
(k=0,1,2...). Pro ¢asovou odlehlost dvou nasledujicich prichod mame
(@t,, +9)— (o1, +@)=[(k+1)—k]r, odkud @(7,, - 1,) =, takze

T

AL (4.1.36)

2 :
2) Hledejme &asové okamziky extrémi vychylky, tj. okamziky nulovych hodnot
rychlosti. Zderivujme proto (4.1.35) a polozme rovno nule.

i =C,e”'[-5 sin(wf + @) + @ cos(@! +¢)]=0.

Odtud mame tg(wt+@)= % atedy ot+e= arctg% +kn. Oznacime-li arctg% -p=a,
mame @ f = @+ kn a pro odlehlost sousednich extrémti opét vyplyva

A A —7—1.
2

Vzhledem k tomu, e maxima a minima se vzajemné stfidaji, je vzdalenost dvou sousednich
maxim (nebo minim) rovna periodé 7.

3) Hledejme &asové okamziky, kdy se funkce « dotyka sve obalky # = Ce™".

Viz obr. 4.1.11. Pro dotyky plati w =i, ).

(.’ne"s' sin(w 1+ @) = i(‘oe"‘ir .

To odpovida extrémim funkce sin(w 7+ ¢) = £1. Casova odlehlost dotykd s obalkou je znovu
72 a dotyky s jednou vétvi obalky se opakuji s periodou 7'

Mame tak tii jevy, které se periodicky opakuji s periodou 7/2 a to v nasledujicim poradi:
priichod nulovou polohou 7, dosazeni extrému 7* a dotyk s odpovidajici vétvi obalky 7.
Uprostied mezi dvéma nulovymi prichody [sin(w 7 +¢) = 0] nelezi extrém, ale dotykovy bod

[sin(w t +¢) = £1]. "Pllperioda" neni symetrickou kiivkou.

up

=

Obr. 4.1.10 ’ Obr. 4.1.11
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km, Utlum
Mirou tlumeni je pomér velikosti vychylek ve dvou ¢asovych okamzicich vzdalenych

o periodu 7
u(t) Ce ' sin(w 1 +¢)
$56) u(t+T) Ce ™"V sinfw(t+T)+¢]
inot Postupné upravme
e ar 5
-d(r-T) =€
a
3 a i . - . ] - -
sinfw (1 + 1) +@]=sinfw(/+¢)+w I'=sin[w (I +@)+2x] =sin(w I +¢) .
Nezavisle na volbé 7 tak dostavame
M1 __gr_g (4.1.37)
w(t+1)
nich — » o , .
Bezrozmérna veli¢ina f se nazyva atlum a jeji pfirozeny logaritmus A,

A=Inpg =dT, (4.1.38)
logaritmicky dekrement utlumu. Znalost wa A (misto @, a &) plné urCuje vlastnosti
tlumeného harmonickeho oscilatoru.

10VU

fadi: 4.1.3 Vynucené kmitani

R I

‘bod V predchozich odstavcich jsme se zabyvali tzv. volnym kmitanim oscilaéni soustavy.
Realné systémy vsak vzdycky ztraceji energii a amplituda kmitu nutné klesa k nule. Ma-li
systém kmitat trvale, je nezbytné dodavat mu energii z vnéjsiho zdroje. Tu dodava zvnéjsku
pusobici sila. Chceme studovat harmonicke déje, volme proto silu ve tvaru

F=F,sinf2¢,
kde 2 je uhlova trekvence této sily. Stejné dobie by ovsem bylo mozno zvolit kosinus ¢i
linearni kombinaci.

= = Pohybova rovnice a jeji reseni
E ¢

Pohybovou rovnici

mx = —kx —bx + F, sin £

muzeme snadno upravit na obvykly tvar

i+ 281 +w;u =a,sin Q| (4.1.39)

ktery stejné dobfe mize popisovat déje elektrické jako mechanické ap. (Zde a, = F;, /m )

Tato rovnice je linearni diferencialni rovnici s konstantnimi koeficienty; je vsak
nehomogenni, ma pravou stranu. Z teorie diferencialnich rovnic je znamo, ze obecne feSeni
takové rovnice lze napsat jako soucet obecného feseni u, prisluiné homogenni rovnice (tj.

-17-
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tée rovnice bez pravé strany) a libovolného partikularniho feseni u,celé rovnice. Takové

feteni lze nalézt napf. metodou variace konstant. Pro nade potfeby viak stadi zvolit
predpokladany tvar feSeni

u, =ocosf2t+ Psin 1, (4.1.40)

vypocitat pfislusné derivace, dosadit do rovnice (4.1.39), kterou ma u, fesit, porovnat
koeficienty u lineirn& nezavislych funkei sin Q'+t acos Qtaze ziskanych dvou algebraickych
rovnic hodnoty & a § vypo€itat. Dostaneme

26 Qa, 2082a,

o=- —, B=- - . (4.1.41)
(02— Q%) +46°2° p (0} - Q%) +48°Q°

Tvar (4.1.40) lze pfevést do podoby

u, = Ksin(Qt+y)|, (4.1.42)
ktery je k dalsim diskusim jesté vhodngjsi. Snadno lze ukazat, Ze

K'=o’+p> a tgw:%,

coZ po dosazeni z (4.1.41) déva

> ‘

2 a, 26
= tgif =—————= 4.143
@ -0y +as| gV ="t G133

V obecném fedeni vychozi rovnice (4.1.39) u=u, +u, viak prvni ¢len, tedy obecné feSeni
piisluiné homogenni rovnice (kterému byl vénovan cely predchozi odstavec o tlumeném
kmitani), asem vymizi a ziistiva jen partikularni fedeni (4.1.42).

Po urtité dobé se tedy ustali netlumené harmonické kmitani s frekvenci Q. Toto feSeni
jiz nezavisi na pocatecnich podminkach, obé integraéni konstanty, pfitomné v obecném
feseni, s odeznénim u, — 0 ztratily sviij vliv. Konstanty K a y nemaji povahu libovolnych
integraénich konstant. Nejsou urceny pocate¢nimi podminkami, ale podle (4.1.43) frekvenci
Q a koeficienty @,,8 z rovnice (4.1.39).

Rezonance amplitudy

s T

|
P
' 1
1
(I
o
H i
! 1
: |
[
(A |
b
H i
! |
|

Lo

'
i
i
1
]
i
[
'
]
1
i
1
L

0 Q o, Q
Obr. 1.4.12

Obr. 1.4.13
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Derivovanim K podle 2 muzeme nalézt maximalni, tzv. rezonanéni hodnotu amplitudy,

viz obr 4.1.12. Ta nastava pro
Q, =\w;-25" | (4.1.44)

pokud oviem @; — 28 ° neni zaporné.

Hodnota fazového posunuti y vychylky vici pusobici sile je trvale zaporna podle
obr. 4.1.13. Pfi rovnosti £2=w  je odezva posunuta o w2 V okoli @, je viak budici sila
piiblizné ve fazi s rychlosti pohybu a proto zde dochazi k vyrazné rezonanci.

Rezonance vykonu, ¢initel jakosti Q

Vedle rezonance amplitudy je tfeba v oscilatoru vénovat pozornost i tzv. rezonanci
vykonu. Okamzity vykon dodavany vnéjsi silou do systému je dan soucinem této sily a
okamzité rychlosti kmitani # , kterou najdeme derivovanim vychylky (4.1.40) nebo (4.1.42).

P =ma, st (—a2sin 21+ f2cos2t) .

Je patrné, ze slozka rychlosti —af2sin &r je ve fazi s vné€jsi silou, zatimco druha slozka je

posunuta ve fazi o m/2. Spoctéme stiedni hodnotu vykonu dodaného vnéjsi silou za jednu
periodu.

i
F:%I(—aﬂsin:Qt+ﬁQsiancos.Qf)dt. (4.1.45)

Integral z prvé casti integrandu je roven —Sa 742 a integral ze druhe je roven nule (tzv.

-

jalova Cast), takze podle (4.1.41)
S
(0 - 2) +a5°2

_ | "
P== Efna“a 0Q=ma;

Zavislost P(£2), zobrazena na obr. 4.1.14 dosahuje maxima pro

2 =w,| (4.1.46)

nezavisle na velikosti tlumeni &. S klesajicim & je
P Ss & sd vsak rezonancni hodnota vyssi a vrchol Stihlejsi.

O, o Dulezitou charakteristikou rezonujiciho systému
je tzv. Cinitel jakosti (). Je definovan jako 2m
nasobek pomeéru energie akumulované v systému
(presnéji: prameérné energie kmitani) W k energii
AW rozptylené tlumici silou za jednu periodu.
Pro W mizeme napsat, podle (4.1.21) a (4.1.43),

IR F— o W = —I;"Q:K: == ln;Q: - ’Hi" ——
0 @, Q 2 2 (w;, —£2°) +46 "

Obr. 4.1.14

apro AW =TP , podle (4.1.45)a T=%,
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2y 5
ATW = __’"a(-l- 7 Wi -y 5
N (@ —) +45 4

Pro Q v rezonanci, kdy 2 =a,, dostavame konecné

P .. ) (4.1.47)
AW 25

Pro malé & je O vysoké, takze i pi malé dodavané (a disipované) energii mize byt
akumulovana energie vysoka. Lze ukazat, ze Ginitel jakosti () zvysuje hodnotu maxima
amplitudy K v zavislosti na klesajicim J, jak je i naznaceno v obr.4.1 J2.

Rezonanéni jevy jsou vyznamné vyuzivany v elektrotechnickych obvodech, Casto vSak
nabyvaji na dilezitosti i v mechanickych konstrukcich, kde jsou vsak zpravidla nezadouci a je
snaha je potlacit.

Ve fyzice se vynucené kmity a jevy rezonance vyskytuji kupf. pii rozptylu svétla, pfi
studiu susceptibility dielektrik, v absorpci mikrovin ve vodé apod.

Nelinearni systémy, deterministicky chaos

Viechny predchozi vysledky plati pro systémy, které jsou linearni. U nelinearnich systémi
se mizeme dockat neotekavanych prekvapeni.

Uz v systému matematického kyvadla s harmonicky se pohybujicim bodem zavésu, kdy
pohybova rovnice mize byt napsana ve tvaru

ii + 281 + . sinu = a, sin 21 (4.1.48)

y

muze byt zavislost vychylky # na tase velice rozmanita. Zavisi slozité na vzajemnych
pomérech hodnot koeficientd &, @,, a,. £2.Pro nékteré hodnoty téchto, tzv. Fidicich &i
bifurkaénich parametri je chovani harmonickeé s thlovou frekvenci £2/ 2. Navzdory tomu,
ze kyvadlo samo ma tendenci chovat se periodicky a vynucujici sila je dokonce harmonicka,
pro jiné hodnoty téchto parametru je pohyb nepravidelny a neperiodicky. Ackoli je feSeni
popsano diferencialni rovnici (4.1.48) jednoznatné a z pocatecnich podminek je zcela
determinovano, mize byt chovani chaoticke a dlouhodobé prakticky nepiedpovidatelné. Ve
vynuceném kmitani kyvadla mize nastat tzv. deterministicky chaos.

4.1.4 Skladani harmonickych kmita

Uvazujme dva kmity popsané vztahy

u, =U sin(wi+9,) a |u,=U,sin(@1+@,)| (4.1.49)

Vysledna vychylka u = u, +u, ma opét tisté harmonicky pribéh s Ghlovou frekvenci @, avsak
s novou amplitudou U a fazovym posunutim ¢

u=Usin(@ 1 +9)| 4.1.50)

Viz obr. 4.1.15. Hodnoty obou konstant {/ a ¢ najdeme rozvedenim viech vyjadfeni podle
souctového vzorce sin(a + f3) = sina cos S+ cosa sinf3.
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Obr. 4.1.15

u=1Usinwcosp+{/cosw tsing,

u +u, =l sinwtcosp, +1/ cosw tsing, +{/,sinw 1 cose, +{/, cosw tsing, .

Ma-li rovnost w =u, +u, platit pro libovolné 7, musi koeficienty u obou linearné nezavislych
tunkci sinw? a cosw/ byt u obou vyjadieni shodne Ze dvou algebraickych rovnic

(/cosp =1/ cosp, +{/,cosp,, Using=10/sing +{/,sing. snadno seCtenim kvadrath
a podélenim dostaneme

U2 =U7+U; +UU, cos(p, —9,)), (4.1.51)

_ U, sing, +{/, sing,

gy (4.1.52)

], cosg, +1/, cose, |

Je patrne, ze [/ zavisi vyrazné na fazovem rozdilu obou kmiti (¢, —¢,). Jsou-li oba kmity
ve fazi, ¢, -¢, =0_ plati {/ =0/ +{/, a obé amplitudy se s¢itaji. Jsou-li kmity v protifazi,
o.—-p,=n,je U={l/,-U,|. Pro U, =1/, a ¢,-¢, =n se oba kmity navzijem uplné
potlaéi, {/ =0.
Nékdy je vyhodneé k popisu kmitani (a vinéni) pouzit komplexniho zapisu. Vyrazy (4.1.49)

a (4.1.50) lze psat jako imaginarni Casti (kdybychom pouzili misto sind kosiny, $lo by o realné
Casti) vyrazu

i =gl g, <] g™ (4.1.53)
které muzeme upravit na

"“,] = (,rlejaue.rm . ﬁ: — ([:e_i(«‘h'e]w: ‘
Pti zavedeni komplexnich amplitud

U, =0e" 1. =U,e",

mizeme pro soucet obou kmitl napsat

i+, =Ue" +U.,e" =, +U,)e"

Odtud je ihned vidét, ze vysledny kmit ma opravdu stejnou uhlovou frekvenci @ jako oba
skladané kmity a jeho komplexni amplituda je rovna sou¢tu komplexnich amplitud
skladanych kmith. Plati tedy
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i =Ue™,
kde
O=Ue® =0U,+U, =Ue" +U,e".

Porovnanim realnych a imaginarnich slozek dostavame

a Ut =00",

coZ oviem neznamena nic jiného, nez co fikaji rovnice (4.1.52) a (4.1.51).

Skladani kmiti raznych frekvenci
Vysledek superpozice dvou harmonickych kmitd téhoz sméru, aviak ruznych frekvenci

w, #®,, zavisi podstatné na poméru obou frekvenci. Je-li pomér @ /@, racionilnim
tislem, vznikne periodické (atkoli obecné& neharmonicke) kmitani s periodou 7, ktera je

W

+1U,
U, u,
N\ g

Obr. 4.1.16

nejmensim spole&nym nasobkem obou period pavodnich 7 a 7. lustraci je obrazek 4.1.16,
s pomérem @, @,=2:3. Pro zjednoduleni byl zvolen nulovy fazovy posuv a oba kmity
za&inaji v po&atku. Zménime-li poCatecni fazové poméry, zmeni se tvar vysledného pribéhu,
pribg&h viak bude opét periodicky s periodou T.

Je-li pomér @,:@, iracionalni, nemohou se oba skladané kmity setkat tak, aby se pohyb
mohl opakovat; pohyb nemtze byt periodicky.

V elektrotechnickych a radioelektronickych obvodech nachazi rozsahlé uplatnéni ta Cast
matematiky (tzv. Fourierova analyza), ktera se podrobné skladanim a rozkladem periodickych
pohybii zabyva. Pro $irsi rozbor téchto otazek neni bohuzel v tomto avodnim fyzikalnim
skriptu dost mista.

Razy
Zvlastni pFipad superpozice harmonickych kmitd nastava pii skladani dvou kmitani téhoZ
sméru s odli$nymi, aviak sobé blizkymi frekvencemi
W, 20, |0, -0,<<o,. (4.1.54)

Vznikaji tzv. razy. Razy &i zazn€je spocivaji v tom, ze vysledné kmitani ma sinusovy
pribsh s kmitottem rovnym aritmetickému priméru skladanych kmito¢td, jeho amplituda se
viak pravidelné méni s kmitoétem rovnym polovicnimu rozdilu obou skladanych kmito€ti.
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Obr. 4.1.17. Pro jednoduchost necht oba skladané kmity maji stejné amplitudy a nulové
pocatecni faze

u =l/sinw i, u,=Usinw,t. (4.1.55)

u(t) y

AN/AAARY\WAW/AVAA VA
\VAYVAVAVIRVAVVIVAV /A VS

(u+u)(1)
renci
Inim
| jc
Obr. 4.1.17
Vysledny pribéh upravime uzitim vzorce pro soucet dvou sinti na tvar
w=u +u, =U(sinw, +sinw,) =20 cos L=y gin LT, (4.1.56)
Druha cast vysledného vztahu
n %~ Gnon / ;f3 f=sin2mf1
l' 16‘ G . . . T . - >
cmity predstavuje vysledné kmitani s kmitoctem
béhu, + 7
f :ILEL . (4.1.57)
ohyb
y Prvni ¢ast
L Cast " 0, -0, f. - f
3 J 1 2 4= <1 J2
kych { 20/ cos 1= 201 005275——2 t (4.1.58)
alnim e e : , , o . , N
udava proménlivou amplitudu vyslednych kmita. Tato amplituda klesa z maximalni hodnoty
20/ k nule a opét se zvétsuje na maximalni hodnotu, a to s frekvenci
* f - f*
et
téhoz
Béhem jedné periody vyrazu (4.1.58) se objevi dvakrat nejvétsi rozkmit (zazn¢j), jednou
1.54) pro {/* =2U/, podruhé prol/* = =21/ . PoCet téchto maxim udava pocet razi za sekundu a je
; tedy dvojnasobny proti f* Podet razi za sekundu se rovna rozdilu obou skladanych
oy kmitoctd,
ida se
toctu.
b



£ = -4l (4.1.59)

Pii jinych pocate¢nich fazovych pomérech probihaji razy stejné, jen cely prubéh je posunut
doleva & doprava, tj. v ¢ase 7 = O nezacina maximalni vychylkou.

Skladani kmita navzajem kolmych

PHi skladani kmitd riznych sméri musime soudet brat ovSem vektorove. Nejlépe lze takove
skladani sledovat na obrazovce osciloskopu.

Slozme nejprve dva navzajem kolmé kmity o stejné frekvenci. Vychylky v obou smérech
oznaéme jako x a y. O vysledné trajektorii rozhoduje jen fazové posunuti mezi obéma kmity
@, — ¢, = ¢, takze mizeme psat

x=Asinwt , y=Bsin(wl +¢). (4.1.60)

Hledame kiivku v roviné x, y, po niz se bude kmitajici bod pohybovat. Z parametrickych
rovnic (4.1.60) potiebujeme vyloucit ¢as /. Nejprve upravme (4.1.60) na

S g .
E: sinaw i, PAS SINe 1 COS¢p +COSW ISINY .

B

V druhé rovnici cosw? nahradme ++/1-sin’@f a za sinw/ dosadme z rovnice prvni.

Obdrzime
y X ¥
—=—cos@t,fl-—sIng.
B- AT

Osamostatnime ¢len s odmocninou a celou rovnici umocnime na druhou. Po malé uprave
dostaneme kone¢ny vysledek ve tvaru

] —2110()3(0-%;2 =sin’ ¢| (4.1.61)

A> AB
Ten piedstavuje rovnici elipsy se stfedem v pocatku soufadnic. Jeji osy jsou viak vici
soutadnicovym osam x a y pootoceny podle hodnoty fazoveho posunuti obou slozek ¢ .

Viz obr. 4.1.18.

TN
_ /’r \\x/ \\3\5 : Y, \\3/

Obr. 4.1.18
Rozeberme nékteré specialni pripady. Pro ¢ = kn je sing =0, cosg = £, takze rovnice
(4.1.61) piejde na

2

2

+ = 0y

2

=
Tt

B
+
[ 8]
| =
o=
o)

Po upravé mame
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£1.59)

ysunut

takove

nérech
kmity

11.60)

ickych

prvni.

uprave

4.1.61)

ik vaci

rovnice

coz jsou rovnice usecek

X_Y_o X,
A B A

=0.

Pro qo=(2k+1)g je cosp =0, sing = 1, takze

2 2

LA

coz je rovnice elipsy s hlavnimi osami v osach x, y. Pro 4=B prejde elipsa v kruznici.
Nejsou-li sméry skladanych kmiti na sebe kolmé, je vypocet ponékud slozitéjsi,
vyslednym obrazcem je viak i v tomto pripadé obecné elipsa.

Lissajousovy obrazce
Pfi skladani dvou kmiti s odliSnymi frekvencemi

x=Asinw, t, y=Bsin(w, t+¢), 0, 20,, (4.1.62)

je situace slozitéjsi a podstatné zavisi na poméru obou frekvenci.

Je-li pomér @,/ ®, racionilnim Cislem, sejdou se po urCit¢ dobé oba pribéhy se stejnou
fazi jako na pocatku. Kmitajici bod se vrati do puvodni polohy a cely pribéh se opakuje.
Kmitani je periodické a trajektorie je uzavienou Earou. Této trajektorii se fika Lissajoustv
obrazec. Obr. 4.1.18 pfedstavuje zvlastni pfipad. Neékolik jinych pfipadi je znazornéno
v obr. 4.1.19.

V horni ¢asti je pomeér frekvenci 1:2,
v dolni je pomér 2:3. Jsou zobrazeny tfi
S varianty liS§ici se hodnotou fazového

posuvu @ .

% Neni-li pomér w,/w, Cislem
\_ . racionalnim, nema vysledné kmitani

periodicky charakter. Oba kmity se nikdy
Obr. 4.1.19 nesetkaji se stejnou fazi jako na oCatku.
Trajektorie neni uzavienou kiivkou
a postupné (pro ¢ — oo ) husté vyplni cely obdélnik o stranach 24 a 2B.

N

w|N

4.1.5 Systémy se dvéma stupni volnosti

Sprazené (vazané) oscilitory

V poslednim odstavci této subkapitoly o kmitani oscilatori se jesté vénujme dvojici
vazanych oscilatord. Nékdy byva davana pfednost nazvu systém se dvéma stupni volnosti
nebo systém se dvéma souradnicemi. Na obr. 4.1.20 je zobrazeno né€kolik pfikladii takového
systému. Jsou to kupf. spfazena kyvadla (a), vazana dvojice LC obvodil (b), nebo dvojice
oscilujicich hmotnych bodi (c). Kyvadla (vykonavajici malé kmity, aby systém byl linearni)
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jsou propojena pruzinou nebo gumovou niti. LC systémy jsou svazany vzajemnou induk&nosti
M a oba hmotné body m jsou spojeny slabou pruznou vazbou £.
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(a) (b) (c)

Obr. 4.1.20

Velice snadno, piesvéd&ivé a nazorn& lze demonstrovat prenos energie mezi dvojici
kyvadel. Vychylime-li jedno z nich z rovnovazné polohy a nechame je kyvat, jeho energie
se postupn& pfenasi na kyvadlo sousedni, to se posléze rozkyva, zatimco prvni z kyvadel
zmensuje svou amplitudu aZ do zastaveni, neZ se postupné energie zaCne prelévat zpét atd.
Na kazdém z kyvadel tak vlastné pozorujeme dfive diskutovany jev vzniku razi.

Ukazeme, Ze spifazené kmitavé systémy lze popsat i jinak nez jen jako kmity jednotlivych
oscilatori. Systém lze popsat jako celek zavedenim tzv. modi kmitavého pohybu soustavy.

Kmitavé médy
Méjme dva hmotné body podle
« obr. 4.1.20 (c), vychylené z jejich

rovnovaznych poloh 1 a2 o posunuti
x, a x,, jak je znazornéno
| vobr. 4.1.21. Mezi obéma oscilatory
tak vznika pruzna vazebna sila o
velikosti
Obr. 4.1.21
F'=k'|(x,-x,). (4.1.63)

Pohybové rovnice pro oba oscilatory miizeme snadno napsat

mx, ='“kx1 +k,(x2 _xl),

mx, =—kx, —k'(x,—x,).

Seétenim a odedtenim obou rovnic dostavame

2

d
ma_z_(xl +x,)=—k(x, +x,),

d? Pl
m'&’t‘i‘(xz —-x)=—(k+2k')(x, - x,).

To jsou diferencialni rovnice pro nalezeni funkci #, = x, +x, a u, = x, —x, . Ob& rovnice maji
tvar rovnic pro harmonické kmity, prvni s konstantou &, druha s konstantou & +2k". Pfislusna
feSeni snadno najdeme
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u =x+x,=Asin(@l+¢,), (4.1.64)
kde wo,= Jﬁ a
m

kde w = a2k .
m

u,=x,-x =4,sin(@’t+¢,), (4.1.65)

Soufadnice #,a u, odpovidaji harmonickym kmitim s riznymi frekvencemi @, @,
odpovidajici dvéma riznym modiim kmitd soustavy obou oscilatorti jako celku. SouFadnice
x,a x,, udavajici pohyby jednotlivych hmotnych bodi (oscilatori vazanych pruznou vazbou
F") jsou superpozici kmitini modu 1 a 2,

1 1 ) ; i
X, = —2—(ul —u,)= E[Al sin(@ f +@,)— A, sin(@’t +9,)],

l 1 . . *®

Kmitavé chovani soustavy zavisi na velikosti vazby &'. Je-li k' =k, plati ®" = ﬁmo. Je-li
k' malé, jsou w,+@" sob& blizké, Casové zavislosti x,(f)a x,(f)se jen malo odliSuji
a skladanim vznikaji pohyby, které byly jiz vySetfovany pii studiu razii. Soustavé s n stupni
volnosti prislusi » frekvenci a # kmitavych modu.

Probirany ptipad dvou vazanych oscilatori umoziiuje nahlédnout do problematiky chovani
vibraénich systémi s » stupni volnosti, kterymi modelujeme kupf. chovini krystalovych
miizek. Kvantovym aspektem takovych vibraci je zavedeni predstavy fonéni.

4.2 ViInéni v bodové radé

4.2.1 Postupné vinéni

Kmity systému s mnoha stupiii volnosti
Rozsifme ulohu z pfedchoziho odstavce. Méjme systém hmotnych bodd, uspofadanych
v fadé podle obr. 4.2.1. Jednotlivé body jsou svazany pruznou vazbou a v rovnovazném stavu

0 a 2a 2 4 (n-1)a na  (n¥)a
YA g—?—\/\/\ﬂt/\/\—@— %
aﬂ-i un n+1

QObr. 4.2.1

jsou rozlozeny rovnomérné po vzdalenostech a . Predpokladejme, ze néktery z bodi
(potate¢ni) je pod vlivem vn&jsi sily nucen konat harmonické kmity. Pruzné vazby
k sousednim bodiim budou pienaset pohyb postupné na dalsi a dalsi mista a pokud bude
vngj§i zdroj stale dodavat energii, dojde k postupnému rozkmitani celé fady tak, Ze
v ustaleném stavu budou jednotlivé body kmitat se stejnou thlovou frekvenci wa stejnou
amplitudou U,.
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