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2.5 Dynamika soustavy hmotnych bodi

V" tomto odstavci rozsifime studium dynamiky jednoho hmotného bodu na soustavu n hmot-
avch bodi o hmotnostech my, mo, ..., m,. Celkovd hmotnost soustavy je

n
m = Zmi.
=1

Okamzita poloha i-tého bodu je urcena jeho souradnicemi z;. y;. z;. které tvoii slozky poloho-
veho vektoru r;.

Kazdy hmotny bod. ktery se mize pohvbovat volné v prostoru. ma tfi stupné volnosti.
Obsahuje-li soustava n volnych hmotnych bodi. ma tato soustava 3n stupnti volnosti. K
uplnému popisu polohy soustavy potiebujeme 3n rovnic (napf. to mohou byt rovnice udavajici
zavislost souradnic kazdého bodu na ¢ase). K uplnému popisu dvnamického stavu soustavy
potfebujeme dal$ich 3n rovnic, uréujicich hvbnosti. nebo rvchlosti:

dr;
P = m;v; = f”,‘a.

Vektor celkové hvbnosti soustavy je dan vektorovym sou¢tem hvbnosti viech bodi soustavy:

P = ZP:‘-
i=1

Pro urceni dyvnamického stavu soustavy n hmotnyvch bodi v daném okamziku je tedy tieba
udat n polohovych vektorti (nebo 3n soufadnic) a n vektora hyvbnosti (nebo 3n slozek vektoru
hybnosti), tj. dohromadyv 2n vektori nebo 6n skalarnich tudaji. Vvskvtuji-li se v soustavé
hmotnych bodi omezujici podminky, tzv. vazby, je pocet stupiii volnosti mensi.

2.5.1 Prvni véta impulsova

Sily. které mohou pusobit na hmotné body soustavy. jsou dvojiho tvpu:
a) sily vnéjsi, jimiz pusobi hmotné objekty mimo soustavu na hmotné objektyv soustavy
b) silv vnitfni. ktervmi jednotlivé hmotné body soustavy piisobi na sebe navzajem.

Vslednici vnéjsich sil. kterd ptisobi na i-tv hmotny bod ozna¢me F;. a Fy; necht je vnitini
sila. kterou pisobi A-tv bod soustavy na bod i-tv. Je ziejmé. ze podle zakona akce a reakce
plati

Fipp = —Fj. (2.5.1)

Oznac¢me vyslednici vnitinich sil. ktervmi pisobi viechny ostatni hmotné body na -ty bod

=1 n
Fy = Z-Fik * Z .. (2.5.2)
k=1 k=141
Pohyvb jednotlivvch hmotnych bodu je popsan pohyvbovymi rovnicemi
d*r; : -
m,F = R + F[z'. 1 :1.2,3,...,71. (233)

jejichz soucet vvjadiuje pohyvbovou rovnici celé soustavy




n n n

d21‘;‘
Zm"—dt_E =Y F, +> Fi. (2.5.4)

=1 =1 =1

Levou stranu této rovnice lze upravit:
n o d®r d dp
Mmi— = — Y MV = =,
; tde2 o dt ; R dt

kde p je celkové hybnost soustavy.
Prvni ¢len na pravé strané (2.5.4) vyjadiuje vyslednici véech vnéjsich sil, které pusobi na
soustavu

F=)>F.
i=1
Druhy ¢len na pravé strané reprezentuje vyslednici viech vnitinich sil. Dosadime-li do tohoto
vyjadreni podle (2.5.2), dostaneme vzhledem k (2.5.1)

n n i—1 n—-1 n
Fr=) Fu= Y3 Fi + S > Fi=0.
=1 i=3 k=1 i=1 k=i+1
Rovnici (2.5.4) mzeme tedy psat ve tvaru
5 d
&Zmi v, = F, nebo _cij?) =F, (2.5.5)

co? je matematickd formulace prvni véty impulsové. kterd iika, ze €asova zména (de-
rivace podle ¢asu) celkové hybnosti soustavy hmotnych bodu je rovna vyslednici
vnéjdich sil pusobicich na soustavu.

Pro piipad izolované soustavy, ktera je charakterizovana podminkou

F =

n
1=

F; =0,
1

dostaneme z (2.5.5)

dp
2 =0
dt

a odtud plyne

p = konst.

Celkova hybnost izolované soustavy je tedy konstantni vektor. Tato véta je vyjadre-
nim tzv. zakona zachovani hvbnosti izolované soustavy.

74kon zachovani hybnosti je piimym disledkem zédkona akce a reakce. Je vedle zakona
zachovani energie jednim ze zékladnich fyzikalnich zakoni a souvisi s homogenitou prostoru.
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2.5.2 Stfed hmotnosti soustavy

V rovnici (2.5.5) lze vyslednou hybnost vyjadfit pomoci celkové hmotnosti soustavy m takto:
P = mu;.

Ukazme vvznam rychlosti v,. Je zfejmé, Ze

Yy myv; = mu,. (2.5.6)
i=1
Jelikoz je
= d‘l"i

n d2
gmi'vi -— Zm,a = a;min

=]
a polozime-li

dr, lati dr, d ( )

—_ ati muv, = m = —(mr;).

at P » a o

Porovnanim pravvch stran obou pfedchozich rovnosti ziskime pfi volbé nulové integréni kon-

stanty

Vs =

; A i g
P = E;n?iri' (2.5.7)

Bod s polohovym vektorem 7, nazveme stfed hmotnosti soustavy (hmotny stied). Je to bod,
reprezentujici soustavu hmotnych bodi pfi dvnamickém popisu. Derivovanim rovnice (2.5.6)
podle ¢asu a porovnanim s rovnici (2.5.5) dostaneme vztah

dr,

"t

Tato rovnice se shoduje s pohvbovou rovnici hmotného bodu. jehoz hmotnost je m. polohovy
vektor 7, a na kterv piisobi sila F'. Stfed hmotnosti soustavy hmotnych bodi se pohybuje tak.
jakoby v ném byla soustfedéna celd hmotnost soustavy a pusobila na néj vvslednice vnéjsich
sil plisobicich na soustavu. Soufadnice hmotného stfedu mizeme podle (2.5.7) vyjadrit takto:

1 X
Iy = —an,'.l'i.
m.—
=1

=F. (2.5.8)

1 & -
Ys = Egmﬁ Yi - (2.5.9)

1 n
o= =N M
S m; ] 1

Dokazeme. ze umisténi hmotného stfedu je nezavislé na volbé soustavy souradnic. Vedle re-
ferenéniho bodu 0 zvolme jesté dalsi referenéni bod 0'. jehoz poloha vzhledem k 0 je dana
vektorem R. Necht r;. 7o, ..., 7, jsou polohové vektory jednotlivych hmotnych bodi vzhledem
k 0; 7,75, .... 7}, vzhledem k 0, a necht r,, 7} jsou polohové vektory hmotného stfedu vzhledem
k 0 a 0". Podle obr. 2.5.1 plati

r; =R+ r
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Obrazek 2.5.1

Mizeme tedy polohu hmotného stiedu vzhledem k 0 vyjadfit takto:

;I I = -
r, = E;min = E;mt(R—i—r;) =R+ —n—IZmir; = R+7... (2.5.10)

i=1

Tento visledek dokazuje, Ze hmotny stied vypocitany vzhledem k 0, resp. k 0 je tvz.

2.5.3 Fyzikdlni principy raketového letu

U#iti zdkona zachovani hybnosti budeme demonstrovat na pohybu rakety (obr. 2.5.2). Vzhle-
dem k astronomickym vzdalenostem budeme raketu povazovat za hmotny bod. Necht ma

v

F,

u

Obrazek 2.5.2

raketa v case t rychlost v(t) a jeji hmotnost spolu s palivem necht je m(t), takze okamzita
hybnost rakety je

p(t) = m(t)v(1). (2.5.11)

7a elementarni éasovy interval dt uniknou z rakety plyny o hmotnosti dm,, rvchlosti w. mérenou
vzhledem k téze soustavé soufadnic, ve které metime rvchlost rakety. Rychlost rakety se zmeéni
za asovv interval dt z v na v + dv. Hybnost soustavy v Case t +dt bude
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p(t+dt) = (m—dm,)(v+dv) +dmyu. (2:5.12)
Podle zakona zachovani hvbnosti izolované soustavy musi platit
p(t+dt) = p(t). (2,5.13)
tedy

(m —dm,)(v +dv) +dmpyu = muv. (2.5.14)
D P

Uvédomime-li si, Ze hmotnost uniklych plyn@ dm, je vlastné rovna tbytku hmotnosti celé

- soustavy, a jelikozm m(t) je klesajici funkei Casu, je dm < 0. PoloZime

dm, = —dm
2 rovnici (2.5.14) upravime na tvar
d d
dv = —F-?-(u—v) == —mvr. (2.5.13)
m m

Ve vztahu (2.5.15) jsme zanedbali sou¢in dmdwv. Vektor v, pfedstavuje relativni rychlost vy-
tékajicich plvnil vzhledem k raketé. Vztah (2.5.15) miZeme déle upravit na tvar

dv dm r
n— = —uv, = F,.
”dt‘ dfv
kde
dm
Fr = 7 Up
at -

piedstavuje tzv. reaktivni (tahovou) silu, kterd pohdni raketu dopfedu. Integraci rovnice
12.5.13) dostaneme

v=vlnom+C. (2.5.16)

Integracni konstantu C stanovime z pocatetnich podminek. Jestlize v Case { =s méla raketa
rvchlost v = w, a jeji hmotnost byla m = m,. potom z (2.5.16) dostaneme

C =v, — v, Inm,.

\izeme tedv vztah (2.5.16) psat ve tvaru
m

v =v, + v In—.
1

\zhledem k tomu. ze pii zrvchlovani je v, 1) v, a ze m < m,. plati pro velikost rychlosti
m
=t + Uy In—.
m

Pro velikost konecné rvchlost vy rakety po spaleni celé zasoby paliva pfi pocatecni rychlosti
1, = 0 m s™! pak dostaneme

m
e = v In— =1, InZ.
mg
kde koneéna hmotnost m; je hmotnost samotné rakety bez paliva. Cislo
M,

Z = —

g

se nazvva Ciolkovského ¢éislo.
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2.5.4 Moment sily a moment hybnosti

Predpokladejme nyni, Ze hmotny bod m je ota¢ivé spojen s pevnym bodem 0, pficemz vzda-
lenost 7 mezi hmotnym bodem m a bodem 0 je v pribéhu zkoumaného déje konstantni.
Nepitisobi-li na hmotny bod m Zzadnd vnéjsi sila, je bud v klidu, nebo kona rovnomérny ota-
¢ivy pohyb po kruznici o poloméru r, ktery je popsan rovnicemi (2.1.37) - (2.1.52). Pevnost
otacivého spoje mezi m a 0 pfedstavuje dostfedivou silu. Plsobi-li na hmotny bod m vnéjsi
sila F', zméni se pohyb na nerovnomérny ota¢ivy pohyvb po kulové plose Sy = (0, 7). Je ziejmé,
7e pohybovy ucinek sily F nelze vyjadiit pohybovou rovnici (2.2.14).

Pisobeni sily F na hmotny bod v takovéto soustavé vyjadiuje tzv. moment sily M
vzhledem k bodu 0. Velikost vektoru momentu sily M/ je definovana soué¢inem velikosti sily F'
a vzdalenosti ¢ bodu 0 od vektorové pfimky sily F:

M = Fyq. (2.5.17)

Vzdalenost ¢ se nazyva rameno sily F', bod 0 je tzv. momentovy bod. Je-li poloha plisobisté
sily F urcena radiusvektorem =, jehoZz pocatek je v momentovému bodé 0, lze rameno sily
vyjadfit ve tvaru ¢ = rsina, kde r = |r| je délka priivodice a a je uhel mezi privodicem r
a silou F' (viz. obr. 2.5.3). Velikost momentu sily F' vzhledem k bodu 0 tedy je

M = Frsina. (2.5.18)

Analogicky k (2.1.43) - (2.1.47) zvolime smér vektoru M tak. aby jednozna¢né urcoval smér

F

Obrazek 2.5.3

a smysl otacivého U¢inku momentu silv. Je zfejmé. Ze tuto vlastnost ma vektorovy soucin
r x F. Uvéazime-li, Ze absolutni hodnota tohoto vektorového soucinu je |r x F| = r Fsina.
muizeme vzhledem k (2.5.18) vyjadfit moment sily F' vzhledem k bodu 0 ve vektorovém tvaru

M=rxF. (2.5.19)

Moment sily je tedy vektor kolmy na rovinu vektorti  a F'. Jeho smér je totozny se smérem osy
jdouci bodem 0 kolmo k roviné urcené vektory 7 a F' (obr. 2.5.4). Tato osa je osou otacivého
téinku momentu sily. Z (2.5.19) je zfejmé, ze pro a = 0, tj. v pfipadé ze vektorova pfimka
sily proch4zi momentovym bodem 0, je moment silv nulovy a pro a = 90°, tj. pusobi-li sila
kolmo na priuvodi¢ r, je maximalni.

Jednotka momentu sily je
[M]=Nm.

4
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Obrazek 2.5.4

Analogicky k (2.5.19) lze definovat moment hybnosti. Ozna¢ime-li hybnost hmotného bodu
p = mv. mizeme definovat moment hvbnosti b vzhledem k bodu 0 jako vektorovy soucin:

h=pxRp=rKme. (2.5.20)

Jednotka momentu hybnosti je
[b] = kg m? s7'.

2.5.5 Druha véta impulsova

Aplikujme nvni poznatky formulované v predchozim odstavci rovnicemi (2.5.17) - (2.5.20) na
soustavu n hmotnyvch bodd my. my. .... m,. které jsou otacivé spojeny se spole¢nym momento-
vvm bodem 0. pricemz vzdalenost r; mezi hmotnm bodem m,; a momentovym bodem 0 je i v
tomto pripadé v prubéhu zkoumaného déje konstantni. Nepusobi-li na hmotny bod m; zadna
vnéjsi sila. je bud v klidu. nebo kona rovnomérny ota¢ivy pohyb po kruznici o poloméru r,.
ktery je i v tomto pripadé popsan rovnicemi (2.1.37) - (2.1.52). Pevnost otac¢ivého spoje mezi
m; a 0 predstavuje. podobné jako v predchozim pripadé. dostfedivou silu. Plisobi-li na hmotny
bod m; vnéjsi sila F;. zméni se pohyvb tohoto bodu na nerovnomérny otacivy pohvb po kulové
plose Sx; = (0.7;). Jak jsme jiz uvedli v pfedchozim odstavei, nelze pohybovy uéinek sily F;
na i-tv bod vvjadrit pohvbovou rovnici (2.2.14). Aplikujme tedy na tuto soustavu hmotnych
bodii momentové vvjadreni dvnamickyvch Gcinki silv. zavedené v predchozim odstavci.

Moment hybnosti i-tého hmotného bodu a moment sily F; vzhledem k momentovému bodu
0 udavaji podle (2.5.20) a (2.5.19) vektorové souciny

by)=r%xp; =rmx v, M;=r%F,

kde r; je radiusvektor bodu o hmotnosti m, vzhledem k momentovému bodu 0. v; je rvchlost
bodu o hmotnosti m, a p, je hvbnost bodu o hmotnosti mn,.
Vektory
n n
b=Y b, M=3% M (2.5.21)

i=1 i=1

pak predstavuji vysledny moment hvbnosti a moment sily soustavy. Po zderivovani momentu
hvbnosti (2.5.21) a dosazeni podle (2.5.3) dostaneme po malé upraveé:




db - dat d & 2. {dry dv;\
E_Egbi—a?gnxmwi-—;(dt Xmi'v1+rzxmzdt)"’
=3 (v x mv; + 1 x (F; + Fr;)) =) (ri x F; + 1 x Fpy) (2.5.22)
i=1 5=1

kde jsme vzhledem ke kolinearité ¢initeld vypustili vektorové souciny
v; xmv; =0.

Pro posledni sumu v (2.5.22), kde Fy; je podle (2.5.2) v¥slednice vnitinich sil kterymi pasobi
viechny ostatni hmotné body na i-t¥ bod. zfejmé vzhledem k (2.5.1) plati:

n n

Z(ri x Fr;) :Z(Tk x Fr.)=0.

Moment hybnosti soustavy tedv nezavisi na vnitinich silach.

Dosadime-li tento zavér do (2.5.22). dostaneme matematické vyjadieni druhé véty im-
pulsové:

n n
%Zr, X mv; = Z (r; x F,) . [2.5.23)
1=1 1=1

nebo vzhledem k (2.5.20) a (2.5.19)

db

0= M . (2.5.24)
podle niz je ¢asova derivace celkového momentu hybnosti soustavy rovna vysled-
nému momentu vnéjsich sil.

Zbyva nam jesté vvsetfit, jak zéavisi vitaz pro celkovy moment hybnosti na volbé momen-
tového bodu. Mé&me dva momentové body 0 a 0', do nichz umistime pocatky soufadnicovych
soustav. Poloha bodu 0’ vzhledem k 0 nechf je ddna polohovym vektorem R (obr. 2.5.1).
Polohovy vektor a vektor rvchlosti i-tého hmotného bodu v ¢arkovaném systému oznacme ;.
v,. Podle obr. 2.5.1 plati

r,=R+ 7

7

a odtud derivovanim podle ¢asu dostaneme

!

Moment hvbnosti soustavy muzeme nvni vvjadrit takto:
T n n n
Yorixmv; =) (R+7) x mv; = S R x myv; + Y7 X mv; .
i=1 1=1 =1 =l
Dokézali jsme tedy. Ze moment hybnosti (a analogicky i moment sily) je obecné zavisly na
volbé momentového bodu.
V izolované soustavé je F' = 0 a tedy M = 0, takze plati
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db
— = 0, ..
r ; (2.5.23)

~dkud plyne zdkon zachovani momentu hybnosti:

b = konst. (2.5.26)

podle né&jz je v izolované soustavé celkovy moment hybnosti konstantni.

Zakon zachovani momentu hybnosti je tfetim ze zdkoni zachovani v klasické mechanice.

Pro trojici fvzikalnich veli¢in hybnost, energii a moment hybnosti plati zakony zachovani
+ izolované soustavé jak v makro-, tak v mikrosvété. Jsou disledkem zakladnich vlastnosti
srostoru a Casu, homogenity a izotropie. Souciny hybnosti a délky, a energie a Casu. maji
stejné rozmeéry jako moment hybnosti. Predstavuji fvzikalni velicinu, nazvéme ji akce, ktera je
sakousi nejobecnéjsi mirou pohybu. danou zménou hvbnosti v uréité ¢asti prostoru a premeénou
snergie v néjakém casovém intervalu. V" kvantoveé fvzice se s ni setkdvame v relacich neurcitosti.
Také Planckova konstanta h ma rozmér akce.

2.6 Dynamika tuhého télesa

45 dosud jsme vvetiovali pohvb téles. jejichz rozméry jsou relativné tak malé. ze je muzeme
povazovat za hmotné body. Pfedpokladejme nyni. ze hmotnost télesa je rozlozena v tak velkém
sbjemu. Ze piedstavu hmotného bodu jiz nelze pouzit.

o

|

TELESO

Obrazek 2.6.1

Abvchom mohli pro feSeni dynamiky takového télesa pouzit vvsledki, ke ktervm jsme
dospéli v piedchozi kapitole. rozdélime téleso na dostatecné malé elementy. jez lze se zvolenou
presnosti povazovat za hmotné body (obr. 2.6.1). Je-li objem elementarniho télesa d1’. pak
jeho hmotnost je

dm = pdl’.




